Correction du devoir maison n°11

1. Soit f un endomorphisme nilpotent de £, In € N, f* = 0 (g). L’ensemble {k € N, fF = Oy k)} est
un sous-ensemble de N non vide (car il contient n) donc il admet un minimum.

2. (a) Soit (xl,yl,zl), ((L’g,yQ,ZQ) S ]R?’, et A € R.

f((z1,91, 21) + A2, Y2, 22)) = f(x1 + Az2, Y1 + Ay2, 21 + A2o)
= (2(x1 + Az2) + (y1 + Ay2), —=3(x1 + Az2) — (Y1 + Ay2) + 21 + Az2, 21 + Aza — (21 + A22))
= (221 4+ y1, =321 — 1 + 21,21 — 21) + AN(222 + Yo, =372 — Yo + 22, T2 — 22)
= f(z1,91,21) + Af (22,92, 22)

Donc f est une application linéaire de R? dans R® d’ol f un endomorphisme de R3.
(b) Soit (x,y,z) € R3.

fof(l',y,Z):f(21'+y,—3$—y+2,$—2)
=22z +y)—3r—y+2-32r+y) —(3r—y+2)+r—222+y— (v —=2)
=(r+y+z-2r—-2y—2z,x+y+2).

Calculons a présent, f3(z,y,2) = f(r +y+ 2z, —2x — 2y — 2z, 2+ y + 2) = (0,0,0) donc f est
nilpotent dont I'indice de nilpotence est égal a 3.
(¢) Im(f) = Vect (f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1)) = Vect ((2,—3,1),(1,—1,0), (0,1, —1)).
Or (2,-3,1) = 2(1, —1,0) — (0,1, —1) d’ott Im(f) = Vect ((1,—1,0), (0, 1, —1)).
Par ailleurs, Ker(f) = {(z,y,2) e R*, 2z +y, -3z —y + z,x — 2) = (0,0,0)} i.e.
Ker(f) ={(x,y,2) e R® 2 = z,y = =22} = {(x, —2x,2),z € R} = Vect ((1, -2, 1)).
(d) Ona (1,-2,1) = (1,—1,0) — (0,1,—1) donc (1,—2,1) € Im(f) d’ou Ker(f) C Im(f).
(e) On remarque que S est I'ensemble des solutions d'une équation linéaire. D’apres la question
précédente, S est non vide. De plus, f(0,1,—1) = (1,—2,1) d’ou vy := (1,—-2,1) € S.
Ainsi § = {vg +v,v € Ker(f)} = {(0,1,-1) + t(1,—-2,1),t e R} = {(¢t, -2t + 1,t — 1),¢t € R}
3. (a) Soit k € N*. Ker(f*) = {P € C[X],P® =0} = C)_,[X ] {O¢x)} done f* n’est pas injective.

(b) Soit P € C[X]. Notons P = ZakX Posons @) = Z
P k +1

De plus, f(Q) = Z a, X* = P donc f est surjective.

"k _X*1 Ona Q e CX].

(¢) Soit & € N, Tm(f*) = f((C)) = fX(C) = Tm(f*) done Tm(f*) = In(?) = C[X].
(d) Par I’'absurde, supposons que f est nilpotent. Il existe n € N tel que f* = 0.¢(g) par conséquent
Im(f™) = {Oc[x}. Absurde avec la question précédente.

4. Soit f un endomorphisme nilpotent de E. On note p son indice de nilpotence.
(a) Soit k € [p, +oo, f* = O0g(p). Dot Ker(f*) = E et Im(f*) = {0g}.

(b) Soit k € N. Soit = € Ker(f*). On a f*(x) = f(f*(x)) = f(0) = 0 donc = € Ker(f*).
Soit y € Im(f**1), il existe z € E tel que y = f**(z) = f*(f(x)) € Im(f*).
——

€E
D’ou Ker(f*) c Ker(f**1) et Im(f*1) C Im(f*) pour tout k € N.

(c) Soit k € N.

i. Supposons que Ker(f*) = Ker(f**1). D’apres la question précédente, Ker(f*+1) C Ker(f*+2).
Soit x € Ker(f**2) alors f(z) € Ker(f*!) = Ker(f*) d’ou ff*1(z) = 0 i.e. z € Ker(fF+1).
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ii. Supposons que Im(f*) = Im(f**1). D’apres la question précédente, Im(f*+2) C Im(f*1).
Soit y € Im(f**1), 3z € E, y = f*(x). On a f¥(x) € Im(f*) = Im(f*) d'ou 32 € F,
f¥(x) = f*1(2). En composant par f, on obtient y = f¥2(2) € Im(f**+2).
(d) Par I'absurde supposons qu’il existe k& € [0;p — 1] tel que Ker(f*) = Ker(f*™!). D’apres la
question précédente, Ker(f*) = Ker(f*1) = Ker(f*2?) = ... = Ker(f?) = E. Absurde car
p est l'indice de nilpotence de f et donc f* # 0¢(r). Raisonnement analogue pour les parties
imaginaires, donc les inclusions sont strictes pour tout k € [0;p — 1].

(e) On suppose de plus que E est de dimension finie. On a {0} = Ker(f°) & --- ¢ Ker(f?) = E
en passant aux dimensions 0 < --- < dim(£) . On a donc p + 1 entiers naturels distincts dans

[0,dim(E)] d’ou dim(E) > p.

5. Soient f et g des endomorphismes nilpotents de E tels que f og = go f. Notons p et ¢ les indices
de nilpotence de f et g respectivement. D’apres le bindome de Newton, comme f et g commutent,

pt+q n p p+q
IR AR TV o (A TVt ol W RE S P
=02 (k)

k=0 k=0 k=p+1
Pt :03(13)

Donc f + ¢ est nilpotent.

6. Soit f un endomorphisme nilpotent de E. Notons p son indice de nilpotence. On remarque que

p—1
= idP — P dof_fod (id — f) (kzo fkidnlk) (id — f) (Z f)

p—1

De méme, id = (Z fk> (id— f). Par conséquent, id— f est un automorphisme et (id— f)~ Z k.

k=0
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