
Correction du devoir maison n◦11

1. Soit f un endomorphisme nilpotent de E, ∃n ∈ N, fn = 0L (E). L’ensemble {k ∈ N, fk = 0L (E)} est
un sous-ensemble de N non vide (car il contient n) donc il admet un minimum.

2. (a) Soit (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ R3, et λ ∈ R.

f((x1, y1, z1) + λ(x2, y2, z2)) = f(x1 + λx2, y1 + λy2, z1 + λz2)
= (2(x1 + λx2) + (y1 + λy2),−3(x1 + λx2)− (y1 + λy2) + z1 + λz2, x1 + λx2 − (z1 + λz2))
= (2x1 + y1,−3x1 − y1 + z1, x1 − z1) + λ(2x2 + y2,−3x2 − y2 + z2, x2 − z2)
= f(x1, y1, z1) + λf(x2, y2, z2)

Donc f est une application linéaire de R3 dans R3 d’où f un endomorphisme de R3.
(b) Soit (x, y, z) ∈ R3.

f ◦ f(x, y, z) = f(2x+ y,−3x− y + z, x− z)
= (2(2x+ y)− 3x− y + z,−3(2x+ y)− (−3x− y + z) + x− z, 2x+ y − (x− z))
= (x+ y + z,−2x− 2y − 2z, x+ y + z) .

Calculons à présent, f 3(x, y, z) = f(x + y + z,−2x− 2y − 2z, x + y + z) = (0, 0, 0) donc f est
nilpotent dont l’indice de nilpotence est égal à 3.

(c) Im(f) = Vect (f(1, 0, 0), f(0, 1, 0), f(0, 0, 1)) = Vect ((2,−3, 1), (1,−1, 0), (0, 1,−1)).
Or (2,−3, 1) = 2(1,−1, 0)− (0, 1,−1) d’où Im(f) = Vect ((1,−1, 0), (0, 1,−1)).
Par ailleurs, Ker(f) = {(x, y, z) ∈ R3, (2x+ y,−3x− y + z, x− z) = (0, 0, 0)} i.e.
Ker(f) = {(x, y, z) ∈ R3, x = z, y = −2x} = {(x,−2x, x), x ∈ R} = Vect ((1,−2, 1)).

(d) On a (1,−2, 1) = (1,−1, 0)− (0, 1,−1) donc (1,−2, 1) ∈ Im(f) d’où Ker(f) ⊂ Im(f).
(e) On remarque que S est l’ensemble des solutions d’une équation linéaire. D’après la question

précédente, S est non vide. De plus, f(0, 1,−1) = (1,−2, 1) d’où v0 := (1,−2, 1) ∈ S.
Ainsi S = {v0 + v, v ∈ Ker(f)} = {(0, 1,−1) + t(1,−2, 1), t ∈ R} = {(t,−2t+ 1, t− 1), t ∈ R}

3. (a) Soit k ∈ N∗. Ker(fk) = {P ∈ C[X], P (k) = 0} = Ck−1[X] 6= {0C[X]} donc fk n’est pas injective.

(b) Soit P ∈ C[X]. Notons P =
n∑

k=0
akX

k. Posons Q =
n∑

k=0

ak

k + 1X
k+1. On a Q ∈ C[X].

De plus, f(Q) =
n∑

k=0
akX

k = P donc f est surjective.

(c) Soit k ∈ N, Im(fk+1) = fk(f(C)) = fk(C) = Im(fk) donc Im(fk) = Im(f 0) = C[X].
(d) Par l’absurde, supposons que f est nilpotent. Il existe n ∈ N tel que fn = 0L (E) par conséquent

Im(fn) = {0C[X]}. Absurde avec la question précédente.
4. Soit f un endomorphisme nilpotent de E. On note p son indice de nilpotence.

(a) Soit k ∈ Jp,+∞J, fk = 0L (E). D’où Ker(fk) = E et Im(fk) = {0E}.
(b) Soit k ∈ N. Soit x ∈ Ker(fk). On a fk+1(x) = f(fk(x)) = f(0) = 0 donc x ∈ Ker(fk+1).

Soit y ∈ Im(fk+1), il existe x ∈ E tel que y = fk+1(x) = fk(f(x)︸ ︷︷ ︸
∈E

) ∈ Im(fk).

D’où Ker(fk) ⊂ Ker(fk+1) et Im(fk+1) ⊂ Im(fk) pour tout k ∈ N.
(c) Soit k ∈ N.

i. Supposons que Ker(fk) = Ker(fk+1). D’après la question précédente, Ker(fk+1) ⊂ Ker(fk+2).
Soit x ∈ Ker(fk+2) alors f(x) ∈ Ker(fk+1) = Ker(fk) d’où fk+1(x) = 0 i.e. x ∈ Ker(fk+1).
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ii. Supposons que Im(fk) = Im(fk+1). D’après la question précédente, Im(fk+2) ⊂ Im(fk+1).
Soit y ∈ Im(fk+1), ∃x ∈ E, y = fk+1(x). On a fk(x) ∈ Im(fk) = Im(fk+1) d’où ∃z ∈ E,
fk(x) = fk+1(z). En composant par f , on obtient y = fk+2(z) ∈ Im(fk+2).

(d) Par l’absurde supposons qu’il existe k ∈ J0 ; p − 1K tel que Ker(fk) = Ker(fk+1). D’après la
question précédente, Ker(fk) = Ker(fk+1) = Ker(fk+2) = · · · = Ker(fp) = E. Absurde car
p est l’indice de nilpotence de f et donc fk 6= 0L (E). Raisonnement analogue pour les parties
imaginaires, donc les inclusions sont strictes pour tout k ∈ J0 ; p− 1K.

(e) On suppose de plus que E est de dimension finie. On a {0E} = Ker(f 0)  · · ·  Ker(fp) = E,
en passant aux dimensions 0 < · · · < dim(E) . On a donc p + 1 entiers naturels distincts dans
J0, dim(E)K d’où dim(E) > p.

5. Soient f et g des endomorphismes nilpotents de E tels que f ◦ g = g ◦ f . Notons p et q les indices
de nilpotence de f et g respectivement. D’après le binôme de Newton, comme f et g commutent,

(f + g)p+q =
p+q∑
k=0

(
n

k

)
fkgn−k =

p∑
k=0

(
n

k

)
fk gn−k︸ ︷︷ ︸

=0L (E)

+
p+q∑

k=p+1

(
n

k

)
fk︸︷︷︸

=0L (E)

gn−k = 0L (E) .

Donc f + g est nilpotent.
6. Soit f un endomorphisme nilpotent de E. Notons p son indice de nilpotence. On remarque que

id = idp − fp =
id◦f=f◦id

(id− f)
p−1∑

k=0
fkidn−1−k

 = (id− f)
p−1∑

k=0
fk



De même, id =
p−1∑

k=0
fk

 (id−f). Par conséquent, id−f est un automorphisme et (id−f)−1 =
p−1∑
k=0

fk.
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